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Методи обчислення рекурентних діаграм на основі вимірювання динаміки 
вектора станів у фазовому просторі на даний час широко використовуються 
для візуального і кількісного аналізу поведінки складних динамічних систем різ-
ної сфери. Однак ці методи, володіючи високими потенційними можливостя-
ми, не можуть безпосередньо використовуватися для оперативного обчислен-
ня рекурентних діаграм в реальному темпі вимірювань вектора станів з ураху-
ванням нерегулярності вимірювань. Однією з причин цього є відсутність мето-
ду, здатного оперативно і досить достовірно відображати рекурентні стани 
реальних систем в рекурентних діаграмах при нерегулярних вимірах вектора 
станів. Пропонується метод оперативного обчислення рекурентних діаграм 
при нерегулярних вимірах, заснований на науковому аналізі причин низької дос-
товірності і неможливості оперативного обчислення рекурентних діаграм, а 
також пошуку та обґрунтуванні конструктивних методів їх усунення. До та-
ких методів належать: поточне обчислення рекурентних діаграм; удоскона-
лення фазового простору за рахунок введення операції скалярного добутку для 
векторів станів; адаптація порога рекурентності до результатів вимірювань. 
Процес поточного обчислення рекурентних діаграм заснований на використан-
ні тільки поточних і попередніх вимірювань вектора станів системи. У пропо-
нованому вдосконаленому фазовому просторі вдається узгодити два ключові 
чинники низької достовірності відображення рекурентних станів в діаграмах, 
пов'язаних з невизначеністю норми і порога рекурентності. Це дозволило за-
пропонувати метод адаптації порога для конічних областей рекурентності. 
При цьому для забезпечення достовірного відображення рекурентних станів в 
діаграмах в умовах нерегулярних вимірів вектора станів запропоновано викори-
стовувати при обчисленні два адаптивних порога з різними кутовими параме-
трами конусів рекурентності. Працездатність пропонованого оперативного 
методу обчислення рекурентних діаграм підтверджена і проілюстрована на 
прикладі нерегулярних вимірювань реальної динаміки вектора станів небезпеч-
ної забрудненості міської атмосфери 
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1. Введение 
Исследование большинства сложных систем, как природных, так и искус-
ственных, показали, что в основе их лежат нелинейные процессы, а поведение 









стем – рекуррентности состояний. Рекуррентность состояний означает, что опре-
деленные состояния систем повторяются во времени [1]. Для визуального отобра-
жения рекуррентных состояний сложных динамических систем предложены ме-
тоды рекуррентных диаграмм (RP) [2]. Методы RP являются базовой основой для 
количественного анализа рекуррентности состояний (RQA). В последнее время 
методы RP и RQA широко используются в различных науках и приложениях 
[1, 3]. Однако возможности методов RQA существенно зависят от достоверности 
отображения рекуррентного поведения реальных систем в RP. Известно, что до-
стоверность отображения рекуррентных состояний в RP существенно зависит от 
условий и характера получения измерительной информации. Одним из ограниче-
ний известных методов вычисления RP [4] является присущая им пороговая не-
определенность. В неизвестных и изменяющихся условиях, характерных для 
большинства приложений, пороговая неопределенность методов существенно 
ограничивает достоверность отображения рекуррентных состояний. В этой связи, 
возникает проблема совершенствования методов вычисления RP. 
 
2. Анализ литературных данных и постановка проблемы 
Методы вычисления RP базируются на реальных измерениях состояния 
сложных динамических систем. Поэтому методы RP являются привлекатель-
ным инструментом изучения состояния сложных динамических систем различ-
ной сферы [2]. При дискретном во времени получении измерительной инфор-
мации изменение вектора состояний системы в соответствующем фазовом про-
странстве будет отображаться точкой, движущейся дискретно вдоль некоторой 
траектории состояний системы. В этом случае рекуррентность состояний в дис-
кретные моменты времени будет означать, что произвольные точки траектории 
оказываются в некотором смысле близкими [4]. При этом в отличие от методов 
корреляционной размерности [5], методы RP позволяют отображать состояния 
систем, рассматриваемых в многомерных фазовых пространствах, в эквива-
лентном более простом и наглядном 2-мерном фазовом пространстве. Известно, 
что восстановить отображение состояния сложных динамических систем воз-
можно и по одной измеряемой координате вектора состояния [6]. Однако этот 
путь связан с дополнительной неопределенностью параметра размерности вло-
жения при вычислении RP. Прогнозирование опасных состояний загрязненной 
атмосферы промышленных городов на основе вычисления RP для одной из ко-
ординат вектора состояния рассматривается в [7]. При этом вычисление RP 
осуществляется для обычной метрики (расстояния) в пространстве всех дей-
ствительных чисел. Другие разновидности метрик и соответствующие им про-
странства не рассматриваются. В работе [8] рассматривается метод вычисления 
RP для 5-мерного вектора состояний скоростей ветра в пяти районах Нигерии, 
который ограничивается рассмотрением только линейного пространства и ев-
клидовой метрики. Иные метрики и пространства, а также нерегулярность из-
мерений и адаптация порога при вычислении RP, не рассматриваются. Пара-
метризация метода вычисления RP в условиях артефактов рассматривается 
в [9]. При этом исследование ограничивается только рассмотрением евклидо-









ного вектора состояний магнитосферы Земли рассматриваются в [10]. Однако 
методы вычисления RP ограничиваются нормированными линейными про-
странствами с максимальной и метрикой Чебышева. В работе [11] отмечается, 
что распознавание и классификация двигательной активности человека на ос-
нове вычисления RP имеет низкую достоверность, обусловленную особенно-
стями условий измерения и пороговой неопределенностью методов. Для устра-
нения низкой достоверности и ошибок распознавания и классификации предла-
гается не рассматривать порог в методах RP, а вычислять непосредственно мат-
рицы расстояний. Однако применение нейронных сетей при распознавании и 
классификации двигательной активности характеризуется известными недо-
статками и ограничениями. Метод вычисления RP в пространстве с евклидовой 
метрикой для исследования особенностей поведения различных биосистем рас-
сматривается в [12]. Отмечается, что на достоверность вычисления RP оказы-
вают существенное влияние условия измерений, величина временной задержки, 
размерность вложения, а также порог. При этом выбор порога для каждого 
набора измерений должен быть индивидуальным, но не превышать 10 % вели-
чины максимального диаметра фазового пространства. 
Метод вычисления RP при нерегулярных измерениях рассматривается 
в [13]. Вычисления RP ограничиваются пространством с обычной метрикой 
расстояния. В работе [14] рассматриваются общие рекомендации по преодоле-
нию пороговой неопределенности методов RP. Предлагается пороговую не-
определенность преодолевать путем фиксации порога, в зависимости от кон-
кретной задачи исследования. В работе [15] утверждается, что для выявления 
особенностей в динамике состояний реальных динамических систем на основе 
вычисления RP величина порога должна являться некоторой функцией стан-
дартного отклонения измерений. При этом вид функции не уточняется, а отме-
чается только, что такой способ определения порога может быть полезным для 
любого метода вычисления RP. Комбинация многоуровневого сетевого подхода 
и рекуррентных сетей для анализа динамики состояний в многомерных фазо-
вых пространствах рассматривается в работе [16]. Исследования ограничивают-
ся рассмотрением многомерного вектора состояний только в нормированном 
пространстве с евклидовой метрикой. Другие типы метрик и пространств не 
рассматриваются. Нерегулярность измерений и достоверность вычисления ди-
намики состояний не обсуждаются. Особенности вычисления RP для локализа-
ции переходных процессов в системах рассматриваются в [17]. Отмечается, что 
в методах вычисления RP могут использоваться пространства с различными 
метриками. Однако вопросы влияния метрик и порога на достоверность вычис-
ления RP не рассматриваются. Применение метода RP для раннего выявления 
возгораний в помещениях по концентрации угарного газа рассматривается в 
[18]. Исследования ограничиваются измерениями в одномерном фазовом про-
странстве с обычной и степенной метриками расстояний. При этом многомер-
ные фазовые пространства и адаптация порога не рассматриваются. Нерегуляр-
ность измерений и ее влияние на вычисление RP не обсуждается. Методы и 









рассматриваются в [19]. Отмечается, что адаптация порога при этом является 
ключевым фактором для достоверного надежного выявления [20]. 
Таким образом, методы вычисления RP базируются на конечномерных ли-
нейных нормированных пространствах и использовании различных метрик. К 
настоящему времени наиболее изученными можно считать методы вычисления 
RP в линейных пространствах с равномерной, евклидовой и максимальной метри-
кой. Поэтому в силу различных способов вычисления расстояний RP для одной и 
той же системы, вычисленные в пространствах с различными метриками, будут 
неодинаковыми. При этом в меньшей степени изученными следует считать мето-
ды вычисления RP в пространствах с другими типами метрик. На достоверность 
отображения рекуррентных состояний в RP оказывают влияние выбор меры и по-
рога. На данный момент известны несколько эвристик для выбора порога [14]. 
Однако рассмотренные эвристики носят частный характер, ограничиваются из-
вестными метриками пространств и имеют существенные реализационные недо-
статки. В этой связи мера и порог рекуррентности становятся ключевыми на пути 
обеспечения достоверного отображения рекуррентных состояний реальных си-
стем в RP [1]. Поэтому важной и нерешенной частью проблемы является разра-
ботка методов оперативного и достоверного отображения рекуррентных состоя-
ний в RP в условиях нерегулярности измерений. 
 
3. Цель и задачи исследования 
Целью исследования является разработка метода вычисления рекуррентных 
диаграмм, обеспечивающего оперативное и достоверное отображение рекуррент-
ных состояний реальных динамических систем при нерегулярных измерениях. 
Для достижения цели были поставлены следующие задачи: 
– обосновать метод оперативного вычисления рекуррентных диаграмм при 
нерегулярных измерениях вектора состояний, обеспечивающий достоверное 
отображение рекуррентных состояний реальных динамических систем; 
– экспериментально проверить работоспособность предлагаемого метода 
вычисления рекуррентных диаграмм на примере нерегулярных измерений ре-
альной динамики состояний опасных загрязнителей городской атмосферы. 
 
4. Обоснование метода оперативного вычисления рекуррентных диа-
грамм при наличии интервалов отсутствия измерений 
Известные методы вычисления RP базируются на реальных измерениях 
заданного m-мерного вектора Zi состояний исследуемой сложной динамической 
системы в течение заданного интервала наблюдения. Обычно измерения произ-
водятся в дискретные моменты времени i заданного интервала наблюдения. 
При этом известные методы вычисления RP могут быть обобщены в виде неко-
торого выражения 
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где Θ(ε, Δi,j) – функция Хэвисайда; ɛ – порог рекуррентности, определяющий 
радиус m-мерной сферы рекуррентных состояний Zi для моментов времени i; Δi,j 
– произвольная норма соответствующих векторов состояния в m-мерном про-
странстве в моменты времени i и j соответственно; NS – число измерений. 
Следуя обобщению (1), вычисляемые RP зависят от величины порога рекур-
рентности ɛ, измеренных векторов Zi и Zj состояний системы, а также используе-
мой нормы. В m-мерном пространстве каждому вектору состояний соответствует 
определенная точка. Это означает, что на рассматриваемом интервале наблюдения 
в m-мерном пространстве задается NS–1 точка. Для фиксированного порога ɛ раз-
личные способы определения нормы в (1) будут приводить к разному числу вы-
числяемых рекуррентных состояний или рекуррентных точек. Если способ опре-
деления нормы задан, то выбор слишком малого порога ε может привести к отсут-
ствию вычисляемых рекуррентных состояний, хотя на самом деле они присут-
ствуют в исследуемой системе. С другой стороны, если порог ε выбран слишком 
большим, то почти каждый вектор состояния окажется рекуррентным любому 
другому вектору состояния. Это означает, что вычисление RP в соответствии с 
выражением (1) является неоднозначным и по этой причине недостаточно досто-
верным. Для большинства приложений необходимо учитывать тот факт, что ре-
зультаты измерения вектора состояния на заданном интервале наблюдения посту-
пают последовательно во времени, содержат шумы, а также могут просто отсут-
ствовать в определенные моменты времени в результате особенностей условий 
проведения реальных измерений. Кроме этого, следуя (1), вычисление RP базиру-
ется на результатах всех измерений m-мерного вектора Zi состояний в моменты 
i=0, 1, 2,…, NS–1 на заданном интервале наблюдения. Поэтому вычисление RP до 
получения всех измерений m-мерного вектора состояний не представляется воз-
можным. Следовательно, методы (1) в традиционной постановке не являются опе-
ративными, поскольку не позволяют вычислять RP последовательно во времени 
по мере проведения измерений. 
Поэтому известным методам (1) кроме неоднозначности и недостаточной 
достоверности присуща низкая оперативность вычисления RP. Обеспечить опе-
ративность вычисления RP в классе рассматриваемых методов (1) возможно, 
заменив i, j=0, 1, 2, …, NS–1 условием реальных измерений, при которых 
i=0, 1, 2, …, NS–1 и j≤i. С учетом сказанного класс оперативных методов 
, ,miTR  
следуя (1), можно описать выражением вида: 
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 0,1, 2, ..., 1. Si N  (2) 
 
Выражение (2) является преобразованием соответствующего класса из-
вестных методов (1) в предлагаемый класс оперативных методов вычисления 
RP. Поскольку (2) основывается на методах вычисления (1), то предлагаемому 
классу оперативных методов вычисления RP присущи так же неоднозначность 
и недостаточная достоверность. Важность повышения достоверности методов 









для последующих методов количественной оценки рекуррентности состояний в 
реальных системах. При этом на практике повышение достоверности вычисле-
ния RP не следует считать беспредельным. Достоверность должна быть доста-
точной для отображения рекуррентных состояний, которые существуют в ре-
альных системах. Только в случае обеспечения достаточной достоверности мо-
жет гарантироваться достижение достоверной количественной оценки рекур-
рентности состояний для реальных систем. Однако для достижения этого суще-
ствуют объективные трудности, связанные с внутренними и внешними факто-
рами. Внутренними факторами, ограничивающими достоверность RP, вычисля-
емых на основе методов (1) и (2), являются неоднозначность выбора порога ɛ и 
нормы. К внешним факторам, ограничивающим достоверность вычисления RP, 
следует отнести наличие шумов и нерегулярность измерений. 
Для преодоления неоднозначности выбора порога ɛ и нормы традиционно 
независимо задаются конкретным значением порога и способом определения 
нормы [1, 21]. Наиболее часто используется октаэдрическая, сферическая или 
кубическая нормы, индуцируемые в m-мерном фазовом пространстве соответ-
ственно равномерной, евклидовой и максимальной метрикой. При этом рекур-
рентные состояния Zi исследуемой системы в m-мерном фазовом пространстве, 
следуя (1), будут графически отображаться на двумерной матрице (RP). Струк-
тура отображаемых рекуррентных состояний в матрице будет зависеть от вы-
бранной нормы заданной величины ɛ порога. Каждый элемент такой матрицы, 
равный единице (черная точка), при различных значениях i и j, будет соответ-
ствовать условной рекуррентности вектора состояний исследуемой системы, а 
нулю (белая точка) – отсутствию рекуррентности. Координатные оси представ-
ления RP будут являться временными осями, соответствующими дискретным 
моментам времени измерения вектора состояний. Для предлагаемого класса 
оперативных методов вычисления RP (2) отображение рекуррентных состояний 
систем будет производиться аналогичным образом на двумерной матрице. Од-
нако единичные и нулевые элементы, соответствующие наличию и отсутствию 
рекуррентности состояний в системе, будут отображаться в виде черных и бе-
лых точек только в нижней треугольной части матрицы. Верхняя треугольная 
часть матрицы при этом будет заполнена только нулями. Треугольный вид мат-
рицы отображения ,miTR  обусловлен использованием для вычисления RP толь-
ко измерений вектора состояний, предшествующих текущему моменту i. 
Преодоление отрицательного воздействия на достоверность вычисления 
RP, вызванного шумами и нерегулярностью измерений, возможно с использо-
ванием эвристических методов [22, 23]. При этом порог ε определяется в зави-
симости от размерности фазового пространства или известной модели динами-
ки вектора состояний системы. Однако динамика вектора состояний реальных 
систем обычно априори не известна и может произвольно меняться в процессе 
наблюдения. В этих условиях известные методы [22, 23] имеют существенные 
ограничения и не могут быть конструктивными для обеспечения достаточной 
достоверности вычисления RP и носят преимущественно частный характер. 









в случае заданного порога ε и выбранной нормы при вычислении RP будет 
отображаться в виде соответствующих кластеров черных точек квадратной 
формы (в случае (1)) и треугольной формы (в случае (2)). Наличие указанных 
кластеров на RP при количественной оценке рекуррентности состояний иссле-
дуемой системы будет приводить к ложным оценкам. Поэтому повышения до-
стоверности вычисления RP невозможно без устранения влияния нерегулярно-
сти измерений. 
Для обеспечения достаточной достоверности вычисления RP в соответ-
ствии с (1) и (2) выбор порога и способ определения нормы должны согласовы-
ваться, а порог должен быть адаптивным к измерениям вектора состояний на 
интервале наблюдения. Выполнить указанные требования в рамках известных 
пространств и норм [1] при вычислении RP оказывается затруднительным [21]. 
Поэтому требуется усовершенствование известных пространств с целью введе-
ния конструктивных норм, позволяющих осуществлять согласование норм с 
порогом, а также адаптацию порога к текущим измерениям вектора состояний 
[10, 24]. Усовершенствовать пространства возможно за счет введения в них до-
полнительной геометрической характеристики – скалярного произведения для 
векторов состояний [24]. Скалярное произведение векторов состояний пред-
ставляет собой отображение упорядоченных пар векторов линейного простран-
ства на действительную ось. Обозначим это отображение для двух произволь-
ных векторов состояний системы через i j i j,Z ,Z ,
TZ Z  где Т – знак транспони-
рования. В усовершенствованном фазовом пространстве скалярное произведе-
ние будет порождать норму для произвольного вектора состояния Zi в виде 
 
   
0,5 0,5
i j i j,Z ,Z . 
T
iZ Z Z  (3) 
 
Следуя (3), норма разности произвольных векторов состояний Zi–Zj будет 
определяться соотношением вида [24] 
 
   i j i jZ Z .   
T
i jZ Z Z Z  (4) 
 
Из соотношения (4) следует, что данная норма индуцируется евклидовой 
метрикой, определяющей геометрическое расстояние между двумя произволь-
ными точками, векторов Zi и Zj. Учитывая (4), предлагаемый оперативный ме-
тод вычисления RP в классе методов (2) для m-мерных векторов Zi состояний 
исследуемой системы в текущий момент времени в пространстве усовершен-
ствованной структуры будет описываться выражением 
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Из выражения (5) следует, что норма разности векторов состояний в усо-
вершенствованном пространстве эквивалентна сферической норме при евкли-
довой метрике исходного пространства. При этом важной особенностью (5) яв-
ляется вычисление корня квадратного из скалярного произведения разности 
соответствующих векторов состояний системы вместо сферической нормы. В 
оперативном методе (5) порог ɛ может выбираться произвольно или опреде-
ляться на основе известных рекомендаций [22, 23]. В отличие от сферической 
нормы, индуцируемой евклидовой метрикой, норма    i j i jZ Z 
T
Z Z  в (5) 
содержит информацию не только о расстоянии между точками, соответствую-
щими векторам состояний Zi и Zj системы, но и дополнительную информацию о 
длинах указанных векторов, а также взаимном угловом положении векторов. 
Это стало возможным благодаря предложенному усовершенствованию исход-
ного пространства. Информация, содержащаяся в скалярном произведении (Zi–
Zj)
T(Zi–Zj) в выражении (5), позволяет осуществлять адаптацию порога ɛ, кото-
рая была невозможна в исходном фазовом пространстве. Суть адаптации со-
стоит в выборе порога ɛ в соответствии с длинами измеряемых векторов состо-
яний Zi и Zj при заданном значении угла γ между векторами. Следуя [21, 24], 
показано, что адаптивный порог будет определяться выражением 
 
 , , 2 cos .     Т Т Т Тi j i i j j i j jZ Z Z Z Z Z Z Z Z Z  (6) 
 
На основании выражения (6) порог ɛ(Zi, Zj, γ) зависит от длины векторов со-
стояний Zi и Zj, а также заданной величины γ, характеризующей взаимное угловое 
положение векторов. При этом величина γ определяет граничное взаимное угло-
вое положение векторов состояний, при котором вектора еще считаются условно 
рекуррентными. Пусть величина взаимного углового положения векторов 
γ=πα/180, где α – величина угла, который задает допустимое угловое расстояние в 
градусах между векторами состояний Zj, при котором указанные векторы счита-
ются рекуррентными векторам состояний Zi в момент времени i. Поэтому вычис-
ление (5) при пороге (6) будет обеспечивать адаптацию вычисления RP к длинам 
измеряемых векторов состояний. При этом предлагаемый оперативный метод вы-
числения RP (5) будет отображать рекуррентные состояния в случае конических 
окрестностей, эквивалентных угловому расстоянию между векторами состояний 
исследуемых систем. Окрестности рекуррентности в виде конусов позволяют со-
гласовать порог с нормой в усовершенствованном фазовом пространстве и обес-
печивать адаптацию порога к длине измеряемых векторов состояний. Это позво-
ляет повысить в целом достоверность оперативного вычисления RP. Однако адап-
тация порога только к длине измеряемых векторов состояний не позволяет в пол-
ной мере обеспечивать достаточную достоверность вычисления RP в случае нере-
гулярности измерений. Это объясняется тем, что оперативный метод (5) с адап-
тивным порогом (6) будет отображать ложные рекуррентные состояния в системе, 
обусловленные отсутствующими измерениями. Для исключения указанных лож-









метод (5) с адаптивным порогом. Модификацию оперативного метода вычисления 
RP, обеспечивающего достаточную достоверность, при нерегулярных измерениях 
можно представить выражением 
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где i=0, 1, 2, …, NS–1. В выражении (7) для оперативного вычисления RP с до-
статочной достоверностью в случае нерегулярных измерений используется раз-
ность двух RP, вычисленных при адаптивных порогах, соответствующих раз-
личным угловым конусам рекуррентности. При этом угловые конусы рекур-
рентности, определяемые граничными взаимными угловыми положениями век-
торов состояний γ1 и γ2, должны быть вложенными. Это означает, что для вло-
жения конусов должно выполняться условие – γ1>γ2. При этом значение γ2 
должно задаваться из условия выявления рекуррентных состояний, обуслов-
ленных только отсутствием измерений, а γ1 – из условия обеспечения достаточ-
ной достоверности вычисления RP. 
Таким образом, предлагаемый метод (7) будет обеспечивать достаточную 
достоверность оперативного вычисления RP для произвольных измерений век-
тора состояний систем с учетом шумов и возможного отсутствия измерений. 
 
5. Экспериментальная проверка метода оперативного вычисления ре-
куррентных диаграмм при нерегулярных измерениях 
Работоспособность метода оперативного вычисления RP проверялась на 
экспериментальных данных, полученных в ходе нерегулярных измерении пре-
вышения предельно допустимой концентрации (ПДК) реальных газовых за-
грязнений городской атмосферы. При выборе типов газовых загрязнителей ат-
мосферы учитывалось, что в настоящее время опасными источниками загряз-
нения городской атмосферы являются автотранспорт, пожары [25, 26], а также 
аварии на объектах критической инфраструктуры [27]. Кроме этого принима-
лась во внимание существующая связь глобальных загрязнений атмосферы с 
парниковым эффектом, кислотными дождями [28], а также загрязнением водо-
носных слоев [29]. В этой связи, в качестве измеряемых составляющих вектора 
состояний загрязненной атмосферы выбирались превышения ПДК формальде-
гидом (СН2О), аммиаком (NН3) и оксидом углерода (СО). Методика экспери-
ментальных измерений и характеристики используемой аппаратуры приведены 
в [30]. Тестовый интервал нерегулярных измерений превышения ПДК загряз-
нителями атмосферы определялся с 13:00 3 мая 2018 года (i=490) по 01:00 









лей атмосферы исчислялся с 13:00 01 января 2018 года (i=0). Выбор указанного 
тестового интервала связан с наличием на нем значительных превышений ПДК 
загрязнителей атмосферы [21]. 
В качестве иллюстрации на рис. 1 приведены RP, вычисленные на основе 
классов методов (1) и (2) при евклидовой метрике и фиксированном пороге 
ɛ=2. Результаты применения предлагаемого метода вычисления RP (5) для рас-
сматриваемых векторов состояний загрязненной атмосферы на тестовом интер-
вале в пространстве усовершенствованной структуры при различных значениях 
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Рис. 1. RP для вектора состояний загрязненной атмосферы, вычисленные при 
евклидовой метрике пространства и фиксированном пороге ɛ=2 на основе ме-
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Рис. 2. RP для вектора состояний загрязненной атмосферы, вычисленные на ос-
нове оперативного метода (5) в пространстве усовершенствованной структуры 
при различных значениях фиксированного порога: а – ɛ=2; б – ɛ=1 
 
Влияние замены фиксированного порога в оперативном методе вычисле-
ния RP (5) на адаптивный порог, определяемый (6) при α=10º, иллюстрируется 
рис. 3, а. Овалом красного цвета отмечена область рекуррентных состояний ат-









ление опасных превышений ПДК. При этом динамика адаптивного порога (6) 
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Рис. 3. RP для вектора состояний загрязненной атмосферы, вычисленный на ос-
нове оперативного метода (5) при адаптивном пороге (6) и его динамика: а – 
RP; б – динамика порога 
 
Видно, что величина порога рекуррентности при каждом измерении ока-
зывается неодинаковой и изменяется в зависимости от состояния загрязненной 
атмосферы. Наибольшее значение адаптивного порога соответствует моментам 
времени, при которых состояния мало изменяются (уровень красного цвета по-
верхности на рис. 3, б). Эти состояния характерны для стационарных условий, 
при которых отсутствует рассеивание загрязнений и осуществляется их накап-
ливание в атмосфере. Характер динамики адаптивного порога во времени зави-
сит от задаваемого угла рекуррентности векторов состояний. Иллюстрация ди-
намики адаптивного порога (6) при большем значении α=60° приведена на 
рис. 4, а. В этом случае динамика адаптивного порога оказывается более регу-
лярной в области текущей рекуррентности состояний. Однако адаптивный по-
рог не позволяет распознавать и отфильтровывать ложные состояния рекур-
рентности в RP, обусловленные отсутствием измерений. В качестве иллюстра-
ции достоверного оперативного вычисления RP на основе (7) на рис. 4, б при-
ведены полученные RP в случае заданных значений углов α1=10° и α2=0,001°. 
Овалом красного цвета на рис. 4, б отмечена область достоверных рекур-
рентных состояний, соответствующих опасным превышениям ПДК газовых за-
грязнений атмосферы на рассматриваемом интервале между 504 и 
511 отсчетами. Отдельные черные токи на рис. 4, б свидетельствуют о наличии 
случайных рекуррентных состояний, имеющих место в различные дискретные 
моменты времени. Отдельные точки рекуррентности не являются свидетель-
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Рис. 4. Динамика адаптивного порога (6) при α=600 и RP для вектора состояний 
загрязненной атмосферы (7) в случае адаптивного порога при α1=10° и 
α2=0,001°: а – динамика порога; б – RP 
 
6. Обсуждение результатов экспериментальной проверки предложен-
ного метода 
Из сравнения RP, приведенных на рис. 1, которые вычислены на основе 
методов, принадлежащих классам (1) и (2) и характеризуемых евклидовой мет-
рикой пространств и фиксированным порогом, следует, что методы из класса 
(2) являются оперативными. Визуально RP на рис. 1, а, б с учетом симметрич-
ности являются одинаковыми, поскольку вычислены для одинаковой метрики 
при одинаковом фиксированном значении порога рекуррентности. Основное 
отличие методов вычисления RP состоит в том, что для вычисления RP, пред-
ставленных на рис. 1, а, необходимы измерения на всем заданном интервале 
наблюдения. В отличие от класса известных методов (1) оперативные методы 
(2) основываются только на результатах текущих и предыдущих измерений и 
поэтому позволяют вычислять RP в реальном времени. При заданном фиксиро-
ванном пороге ɛ=2 видно, что известные и оперативные методы не позволяют 
достоверно выявлять опасные превышения ПДК на интервале наблюдения 
между 504 и 511 отсчетами. При этом нерегулярность измерений отображается 
в виде кластеров рекуррентных состояний (черных точек) на RP, которые явля-
ются ложными для вектора состояний наблюдаемой загрязненной атмосферы. 
Кластеры рекуррентных состояний (черных точек) прямоугольной и квад-
ратной формы на RP являются ложными, поскольку обусловлены не рекур-
рентными состояниями исследуемой системы атмосферных загрязнений, а от-
сутствием измерений (наблюдений) и особенностями их представления в ука-
занные моменты времени. В этом случае вычисленные RP не могут быть при-
знаны достоверными и надежными отображениями рекуррентных состояний 
наблюдаемой системы. По этой причине рассматриваемый класс оперативных 
методов (2) требует соответствующего усовершенствования в направлении по-
вышения требуемой достоверности и надежности RP за счет исключения ука-
занных ложных рекуррентных состояний при вычислении RP. 
Для этого предложено усовершенствовать исходное фазовое пространство 









ряемых в дискретные моменты времени. На рис. 2 в качестве иллюстрации при-
ведены RP, вычисленные в соответствии с оперативным методом (5) при раз-
личных значениях порога рекуррентности. Из сравнения полученных RP следу-
ет, что с уменьшением порога число отдельных рекуррентных состояний на RP 
уменьшается. При этом, несмотря на оперативность данного метода, опасные 
превышения ПДК на интервале между 504 и 511 отсчетами на RP не отобража-
ются, а ложные кластеры рекуррентных состояний, связанные с отсутствием 
измерений не устраняются. 
Вычисленные RP в соответствии с методом (5) при адаптивном пороге ре-
куррентности для α=10° и приведенные на рис. 3, а, свидетельствуют о преиму-
ществах использования адаптивного порога. Такой порог (6) позволяет повысить 
достоверность вычисления RP, позволяющую отображать рекуррентные состоя-
ния загрязненной атмосферы (овал красного цвета), соответствующие опасным 
состояниям атмосферы. Однако адаптивный порог не позволяет устранять лож-
ные рекуррентные состояния, обусловленные отсутствием измерений. Иллю-
страция динамики адаптивного порога на рис. 3, б при α=10° и на рис. 4, а при 
α=60° свидетельствуют о существенном ее отличии от случая использования 
фиксированного порога в (5). Значительное изменение динамики адаптивного 
порога отмечается на интервале опасных превышений ПДК, соответствующих 
рекуррентным состояниям. При этом с увеличением граничной величины угла α 
между векторами состояний загрязненной атмосферы характер динамики не-
сколько сглаживается, оставаясь существенным на интервале опасного превы-
шения ПДК. Приведенные на рис. 4, б диаграммы свидетельствуют о том, что 
предлагаемый метод (7) обеспечивает оперативное достоверное вычисление ре-
куррентных состояний загрязненной атмосферы при отсутствии вычисления 
ложных рекуррентных кластеров, обусловленных нерегулярностью измерений. 
Достаточная достоверность вычисления RP позволяет адекватно отображать 
имеющие место реальные опасные состояния загрязненной атмосферы. Под до-
статочной достоверностью вычисления RP понимается вычисление RP, которые 
адекватно отображают рекуррентные состояния, обусловленные только свой-
ствами исследуемых систем, а не ложные состояния, обусловленные особенно-
стями измерений. Установлено, что предлагаемый метод (7) в случае использо-
вания нерегулярных экспериментальных данных обеспечивает достоверное 
отображение рекуррентных состояний атмосферных загрязнений при значениях 
углов α1=5–10° и α2=0,001–5°. При этих условиях RP отображают рекуррентные 
состояния, присущие только исследуемым системам. 
Следует отметить, что в усовершенствованном пространстве известные од-
нопараметрические сферические окрестности рекуррентности состояний транс-
формируются в эквивалентные трехпараметрические конические окрестности ре-
куррентности. Новая парадигма трехпараметрической конической окрестности 
для рекуррентных состояний позволяет перейти к обобщенной рекуррентности 
состояний. Понятие обобщенной рекуррентности позволяет обосновать введение 
адаптивного порога, согласованного с выбираемой метрикой, и обеспечивающего 
повышение достоверности вычисления RP. Предлагаемый адаптивный порог 









стояний системы, а угловой размер конуса рекуррентности состояний обеспечива-
ет заданную точность вычисления рекуррентных состояний. 
Для расширения преимуществ использования адаптивного порога на слу-
чай нерегулярных измерений предложен метод вычисления RP на основе раз-
ности двух RP. При этом каждая из двух указанных RP вычисляется при адап-
тивном пороге с различной точностью. Это означает, что вместо одной кониче-
ской окрестности рекуррентности предлагается использовать две с различными 
угловыми размерами конуса. Вычисление RP в этом случае основывается на 
вычитании RP с меньшим угловым размером конуса из RP с большим угловым 
размером конуса. 
К ограничениям работы можно отнести численные результаты о допусти-
мых значениях угловых размеров для двух конусов, используемых в предлага-
емом методе вычисления RP. Объясняется это тем, что результаты получены 
для конкретных условий атмосферных загрязнений и не являются общими ре-
комендациями. Однако проверка приведенных рекомендаций в других услови-
ях и различных систем позволяет предполагать об общем характере получен-
ных результатов. Поэтому подтверждение или уточнение полученных рекомен-
даций для других систем и условий может быть полезным и рассматриваться в 
качестве возможного направления развития работы. 
 
7. Выводы 
1. Разработан метод оперативного вычисления RP при нерегулярных изме-
рениях вектора состояний реальных динамических систем. Новый научный ре-
зультат состоит в теоретическом обосновании метода оперативного вычисления 
RP. Метод базируется на усовершенствовании фазового пространства для век-
торов состояний, введением в него операции скалярного произведения векто-
ров. В последующем метрика пространства представляется в виде скалярного 
произведения разности соответствующих векторов состояний. Это позволило 
осуществить согласование выбора нормы с порогом, а также адаптацию порога 
к результатам измерений с целью обеспечения достоверного отображения ре-
куррентных состояний реальных систем в RP. При этом использование двух 
адаптивных порогов с различными угловыми параметрами позволило разрабо-
тать метод оперативного вычисления RP в случае нерегулярных измерений, 
обеспечивающего достаточную для приложений достоверность отображения 
рекуррентных состояний в RP. 
2. Работоспособность предлагаемого оперативного метода вычисления ре-
куррентных диаграмм проверялась на примере нерегулярных измерений реаль-
ной динамики вектора состояний превышения ПДК загрязнений городской ат-
мосферы. В качестве опасных газовых загрязнителей атмосферы рассматрива-
лись формальдегид, аммиак и оксид углерода. Полученные результаты вычис-
ления RP в целом подтверждают работоспособность предлагаемого метода. 
Экспериментально установлено, что предлагаемый метод при нерегулярных 
измерениях вектора состояний превышения ПДК загрязнений атмосферы обес-









раметрах конусов рекуррентности α1=5–10° и α2=0,001–5° соответственно для 
первого и второго адаптивного порога. 
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